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1. INTRODUCTION ET RE SULTAT
Pour tout nombre premier p, on note Cp le comple te de la clo^ture
alge brique de Qp muni de la valeur absolue p-adique normalise e par











se rie a coefficients entiers naturels, de finit des fonctions analytiques sur
les disques unite s pointe s [z # C; 0<|z|<1] de C et [z # Cp ; 0<|z|p<1]
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The ore me 1. (a) Si q est un nombre complexe ve rifiant 0<|q|<1, alors
q et J(q) ne sont pas simultane ment alge briques.
(b) Si q est un nombre p-adique ve rifiant 0<|q|p<1, alors q et J(q)
ne sont pas simultane ment alge briques.
Nous donnons ici une version quantitative de ce re sultat, c’est a dire une
mesure d’approximation simultane e de q et J(q), ainsi qu’une mesure de
transcendance de J(q) lorsque q est un nombre alge brique, et une mesure
de transcendance de q lorsque J(q) est un nombre alge brique. Nous
de veloppons ici la preuve de re sultats voisins de ceux de [Bar].
Pour mesurer les nombres alge briques qui appara@^tront dans notre
travail, nous aurons besoin des notions qui suivent.
Si : # Q est un nombre alge brique, on note d(:)=[Q(:) : Q] son degre .
Si MQ(:) est l’ensemble des places normalise es du corps de nombres Q(:),







dv log max[1, |:| v]
et sa mesure de Mahler par M(:)=exp(d(:) h(:)). Nous noterons m(:)=
max[ee, d(:) h(:)], le choix de ee e tant fait par commodite .
Nous utiliserons l’ine galite de Liouville sous la forme suivante:
Si : est un nombre alge brique non nul, alors pour toute place
v # MQ(:) , on a log |:| v &d(:) h(:).
Si P est un polyno^me a coefficients complexes (e ventuellement en
plusieurs inde termine es), sa longueur L(P) est la somme des modules de
ses coefficients, sa hauteur H(P) est le plus grand des modules de ses
coefficients.
Nous de montrons dans cet article les re sultats suivants.
The ore me 2. (a) Soit q un nombre complexe tel que 0<|q|<1. Il existe
un nombre re el C1(q)>0 tel que, pour tous nombres complexes alge briques
:, ; # Q , on ait
|q&:|+|J(q)&;|exp(&C1(q) d(:) m(:)3 d(;)3 (d(;)+m(;))
_(log(d(:)+m(:)+d(;)+m(;)))3
_(log log(d(:)+m(:)+d(;)+m(;)))4).
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(b) Soit q un nombre p-adique tel que 0<|q|p<1. Il existe un nombre
re el C2(q)>0 tel que pour tous nombres p-adiques alge briques :, ; # Q , on
ait
|q&:|p+J(q)&;| pexp(&C2(q) d(:) m(:)3 d(;)+m(;))
_(log(d(:)+m(:)+d(;)+m(;)))3
_(log log(d(:)+m(:)+d(;)+m(;)))4).
Les corollaires qui suivent de coulent du the ore me 2 (a) en appliquant le
the ore me de [Di-Mi].
Corollaire 1. Soit q # Q un nombre complexe alge brique satisfaisant a
0<|q|<1. Il existe un nombre re el C3(q)>0 tel que pour tout polyno^me
P # Z[X], de degre D1, de hauteur H, avec log Hee&1, on ait
log |P(J(q))|&C3(q) D3(D+log H )(log(D+log H ))3
_(log log(D+log H ))4.
Corollaire 2. Soit q un nombre complexe satisfaisant a 0<|q|<1 et
tel que J(q) soit un nombre alge brique. Il existe un nombre re el C4(q) tel
que pour tout polyno^me P # Z[X], de degre D1, de hauteur H, avec
log Hee&1, on ait
log |P(q)|&C4(q) D(log D+log H )3 (log(D+log H ))3
_(log log(D+log H))4.
Je remercie chaleureusement Guy Diaz, Franc ois Gramain et Georges
Philibert dont les constants encouragements et les nombreuses ide es ont
permis les ame liorations successive de cet e crit. Merci e galement a Patrice
Philippon et a Daniel Bertrand qui m’ont aide e a progresser.
2. LES OUTILS DE LA DE MONSTRATION







(voir [Se], Chap. 7, paragraphe 4.4, p. 153), repre sente d, la forme modu-
laire parabolique de poids 12,
{ # H=[z # C; Im z>0] [ d({)=$(e2i?{).
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Ainsi, la fonction dj : H  C est une forme modulaire de poids 12, et les
de veloppements en se rie entie re de $ et $J, fonctions analytiques sur D, ont
des coefficients entiers rationnels. Ces de veloppements en se rie entie re
de finissent donc e galement des fonctions analytiques sur Dp=[z # Cp ;
|z|p<1].
Pour tout entier S2, il existe un polyno^me irre ductible 8S # Z[X1 , X2]
tel que 8S (J(z), J(zS))=0 (voir [Lan], Chap. 5, paragraphe 2, the ore me 3),
appele polyno^me modulaire d’ordre S. Le polyno^me 8S est syme trique en
X1 et X2 , son coefficient dominant en X1 (ou X2) est 1, et son degre partiel
par rapport a chacune des inde termine es est (S)=S > p | S (1+1p), le
produit portant sur tous les diviseurs premiers de S. Nous utiliserons les
majorations suivantes.
Lemme 1. Il existe un nombre re el C>0 tel que, pour tout entier S2,
les degre s partiels et la longueur du polyno^me modulaire 8S sont majore s par
(a) (S)CS log log(2S),
(b) log L(8S)C (S) log S.
De monstration. L’ine galite (b) est une conse quence des travaux de
Paula Cohen [Coh]. Le lemme 2 de [BDGP] donne l’ine galite (a). K
Si r est un nombre re el strictement positif, et si f est une fonction ana-
lytique au voisinage du disque [z # C; |z|  r] de C, on note | f | r =
sup|z|r | f (z)|. De me^me, si f est une fonction analytique au voisinage du
disque [z # Cp ; |z| pr] de Cp , on note | f | p, r=sup|z|pr | f (z)|p .
Lemme 2. (a) Pour tous entiers k, l0, notons
$(z)k ($(z) J(z)) l= :
n0
Ck, l (n)zn
le de veloppement en se rie entie re, de rayon de convergence 1, du produit
$k($J) l. Il existe un nombre re el C0>0 tel que les nombres entiers rationnels
Ck, l (n) ve rifient, pour tous k, l, n0,
|Ck, l (n)|exp(C0(k+l) log(n+1)).
(b) Soit q # C tel que 0<|q|<1. Il existe un nombre re el C2>1, qui
de pend de q, tel que
si 0<|z||q|, alors |J(z)|C2  |z|.
De monstration. Pour de montrer (b), remarquons que, la fonction
z [ zJ(z) e tant holomorphe sur D, on peut choisir C2=|zJ(z)| |q| .
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Pour de montrer (a), on retrouve des ide es de George Philibert et de
Daniel Bertrand ([Ber]). Prouvons d’abord qu’il existe une constante
C1>0 telle que
si 0<|z|e&2?, alors |$J(z)|C1 ,
(c) {si e&2?|z|<1, alors |$J(z)|C1(log(1 |z| ))&12,si 0<|z|<1, alors |$(z)|C1(log(1 |z| ))&6.
Soit { # H. On a dj ({)=$(e2i?{) J(e2i?{)=E2(e2i?{)3 (voir [Se], pp. 145 et
153), donc dj ({)=(1+240 n1 _3(n) e2i?n{)3, ou _3(n)=d | n d 3 si n1.
Puisque _3(n) # N, il vient |dj ({)|(1+240 n1 _3(n) e&2?n Im {)3=
dj (i Im {). Remarquons que si y1, alors dj (iy)dj (i). De plus, dj est une
forme modulaire de poids 12, donc dj (i Im {)=(1(Im {)12) dj (iIm {).
Il en re sulte que
si Im {1, alors |dj ({)|dj (i),
et si Im {1, alors |dj ({)|1(Im {)12 dj (i).
Les deux premie res assertions de (c) sont donc prouve es.
La fonction { [ d({)=$(e2i?{) est une forme modulaire de poids 12. Soit
{ # H. Il existe #=( ac
b
d) # SL2(Z) tel que :=#
&1({) soit un e le ment du
domaine fondamental
D=[z # H ; &12Re z<12, |z|>1]
_ [z # H ; &12Re z0, |z|=1].
On a












(Im : e&(?3) Im :)6 ‘
n1
(1+e&2?n Im :)24.
Or Im :- 32, donc >n1 (1+e&2?n Im :)24>n1 (1+e&? - 3n)24.
De plus Im :e&(?3) Im :3?e. Il vient donc |d({)|(3?e)6 (Im {)&6
>n1 (1+e&?- 3n)24. Nous avons donc de montre (c).
Revenons a la preuve de (a). C’est vrai si k=l=0, et traitons mainte-
nant le cas ou k+l1. Les ine galite s de Cauchy donnent, pour tous
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entiers k, l, n0 et pour tout r # ]0, 1[ , la majoration |Ck, l (n)|
r&n |$| kr |$J |
l
r .
Si 6k+12l2?n, choisissons r=e&2?. Il vient, d’apre s (c),










Le lemme est ainsi de montre . K
Lemme 3 (Lemme de Siegel). Soit A=(ai, j) une matrice a coefficients
dans Z posse dant N lignes et M colonnes, avec M2N. Il existe un vecteur
non nul X= t(x1 , ..., xM) # ZM tel que AX=0 et
max
1 jM
|xi |max {1, max1iN :1 jM |ai , j |= .
De monstration. C’est un corollaire de [Mah], lemme 1. K
Lemme 4. Soient P # Z[X, Y ] et :, ; # Q des nombres alge briques. Si
P(:, ;)=0 et si le polyno^me P(:, Y ) n’est pas constant, on a
log M(;)d(:)(log L(P)+degX (P) h(:)).
De monstration. C’est le lemme 5 de [BDGP]. K
Lemme 5. Soit P # Z[X1 , ..., Xm] un polyno^me non nul de degre Di en
Xi , et soient :1 , ..., :m # Q des nombres alge briques tels que P(:1 , ..., :m){0.
Alors pour toute place v # MQ(:1 ,..., :m) , on a
log |P(:1 , ..., :m)| v&d(P(:1 , ..., :m)) \log L(P)+ :
1im
Di h(:i)+
De monstration. C’est une conse quence de l’ine galite de Liouville et
du lemme 3.6 de [Wal] qui donne h(P(:1 , ..., :m))log L(P)+
1im Dih(:i). K
Lemme 6 (Formule d’interpolation). Soient R>0 et G une fonction
analytique au voisinage du disque [z # C ; |z|R]. Soient z1 , ..., zS des points
distincts de [z # C ; |z|<R]. Notons Q(z)=>Ss=1 R(z&zs)(R
2&zz s).
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De monstration. Soit g(t)=(G(t)Q(t)) (R2&tz )R(t&z). La fonction g
est me romorphe au voisinage du disque [z # C ; |z|R]. Elle n’a que des

























Le the ore me des re sidus (12i?)  |t|=R g(t) dt=Re sz g+1sS Re szs g
donne le re sultat du lemme. K
Lemme 7. (a) Soit P # C[X1 , X2] un polyno^me de degre D1 en X1 et de
degre D2 en X2 . Pour x1 , x2 , y1 , y2 # C, on a
|P(x1 , x2)&P( y1 , y2)|
L(P)(D1 |x1&y1 |+D2 |x2&y2 | ) max(1, |x1 |, | y1 | )D1
_ max(1, |x2 |, | y2 | )D2,
(b) Soit P # Z[X1 , X2] un polyno^me de degre D1 en X1 et de degre D2
en X2 . Pour x1 , x2 , y1 , y2 # Cp , on a
|P(x1 , x2)&P( y1 , y2)|p
(|x1&y1 | p+|x2&y2 |p) max(1, |x1 | p , | y1 |p)D1
_max(1, |x2 |p , | y2 | 0)D2.





















File: 641J 212208 . By:DS . Date:12:08:01 . Time:02:42 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2449 Signs: 1416 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
et, pour d1 on a xd& yd=(x&y) 0kd&1 xkyd&1&k. Il suffit enfin de
remarquer que pour c # Z, on a |c|p1. K
Lemme 8 (Lemme de ze ros). Soit P # Z[X1 , X2] un polyno^me non nul
dont les degre s partiels satisfont degX1 PL1 et degX2 PL2 , avec L21.
Alors l ’ordre en 0 de la se rie de Laurent F(z)=P(z, J(z)) est majore par
ord0F9L1 L2+ 32 L2&
1
2 .
De monstration. C’est un lemme de ze ros du^ a Georges Philibert [G.
Phi]. K
Lemme 9. Pour tout z # H, on a
| j $(z)|8? exp(2(?+1)(Im z+1Im z)).
De monstration. C’est le lemme 1 de [Fai-Phi]. K
Lemme 10. Soient R>0 et a # C* tels que |a|<R. Pour tout z # C tel
que |z|<R, on a
| |a|&|z| |
R2&|a| |z|




Lemme 11 (Principe de Schwarz approche p-adique). Soient r, r$, R des
nombres re els tels que 0<r$<R. Soit f une fonction analytique dans le dis-
que Dp(0, R)=[z # Cp ; |z|p<R]. Soit S=[x1 , ..., xS] une partie finie a S
e le ments de Dp(0, r). Soit =0, si | f (xi)| p= pour tout i (1iS), alors




max \1, |x| pr$ + , =,
= max
2mS _ ‘1 jm&1 maxj+1iS
1
|xi&xj | p
max( |xj |p , r$)&+ .
De monstration. C’est un cas particulier du Principe de Schwarz approche
de Patrice Philippon [P.Phi]. Nous en reprenons ici la de monstration dans
le cas qui nous inte resse. Pour commencer, prouvons la proprie te qui suit.
Si h est une fonction analytique dans Dp(0, R), alors pour tout
y # S, il existe une fonction gy analytique dans Dp(0, R) et
cy # Cp tels que
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h(z)=gy (z)(z& y)+cy , (a)
|cy | p|h|p , r , (b)




|h|p , r$max( | gy |p , r$ max( | y|p , r$), |cy |p). (d)
De plus, si =0 et si |h(z)|p= pout tout z # S, alors
|cy |p= (e)




|x& y | p
pour tout z # S"[ y]. (f )
L’e galite (a) se de duit du de veloppement de Taylor de h de crit par la
proposition 4.1.2, p. 108 de [Ami], et l’on a cy=h( y), de sorte que (b) et
(e) sont ve rifie s aussi. Dans un premier temps, prouvons (c) lorsque
r # |Cp* | p . Le principe du maximum ([Ami], Corollaire 4.1.12, p. 114, et
lemme 4.1.7, p. 110) donne | gy |p , r=sup|z|p=r | gy(z)| p . Soit z tel que
|z|p=r. On a | y&z|p=r car | y |p<r. Ainsi, avec l’ine galite |z&y |p
| gy (z)| p|cy |p , r et avec (b), il vient r | gy (z)|p|h|p , r , et (c) est prouve
dans le cas ou r # |Cp* |p . Nous savons que |Cp* |p=pQ est dense dans ]0,
+[ . Lorsque r  |Cp* | p , soit donc (rn)n # N une suite d’e le ments de |Cp* |p ,
croissante et de limite r, telle que pour tout n # N, on air rn>| y | p . On a,
d’apre s le cas pre ce dent, pour tout n # N,







Or [z # Cp ; |z|p  r] = n # N [z # Cp ; |z|p  rn], et donc | gy |p , r =
limn  + | gy |p , rn . Il en re sulte que | gy |p|h|p , r r, et (c) est prouve dans
ce cas e galement.
Pour tout z tel que |z|pr$, on a
|h(z)|pmax( | gy (z)|p |z&y | p , |cy |p)max(| gy | p , r$ max(r$, | y | p), |cy | p)
donc (d) est prouve .
Si z # S"[ y], alors l’ine galite (e) donne
| gy (z)| p min
x # S"[ y]
|x&y |p|z&y |p | gy (z)|p|h(z)&cy |p=,
ce qui prouve (f ). La proprie te e tant prouve e, de montrons a pre sent le
lemme.
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Posons g0= f et, pour 1mS de finissons par re currence les fonctions
gm , analytiques dans Dp (0, R), par
gm(z)=cm+1+(z&xm+1) gm+1(z), pour 0mS&1.
En appliquant (d) successivement aux gm , on obtient par re currence
| f |p , r$max \ | gS |p , r$ ‘
1iS
max( |xi |p , r$),
max
2mS
|cm | p ‘
1 jm&1
max( |xj |p , r$), |c1 |p+ .
Puis en appliquant (c), on obtient, par re currence,
| gS |p , r$ | gS |p , r| f |p , r rS.
On en de duit alors
| gS |p , r$ ‘
1iS




max \1, |x| pr$ + .
Nous avons aussi |c1 | p= d’apre s (e). En appliquant successivement (e) et
(f ) aux gm et cm , on obtient par re currence, pour 2mS, la majoration.
|cm |p ‘
1 jm&1







max(|xj |p , r$).
Notre preuve du lemme est ainsi termine e. K
3. CONSTRUCTION D’UNE FONCTION AUXILIAIRE
Dans ce qui suit, N, L1 et L2 de signent des parame tres entiers au moins
e gaux a 2 que nous choisirons en fin des paragraphes 4 et 5. Apparaissent
e galement des constantes Ci>0 qui ne de pendent pas des parame tres N, L1
ou L2 .
Notons L=[*=(*1 , *2) # Z2; 0*1<L1 , 0*2<L2]. Nous allons
construire, a l’aide du lemme de Siegel, un polyno^me non nul P #
Z[X1 , X2], que nous e crirons P(X1 , X2)=* # L p*X*11 X
*2
2 , tel que la
se rie $(z)L2 P(z, J(z)) de Z[[z]] ait un ze ro d’ordre au moins N+L2 en 0.
Notons F(z)=P(z, J(z)) et H(z)=$(z)L2 P(z, J(z))=* # L p*z
*1$(z)L2&*2
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($(z) J(z))*2. La se rie H de finit des fonctions analytiques sur D=[z # C;
|z|<1] et sur Dp=[z # Cp ; |z|p<1]; et si l’on note H(z)=n0 bnzn son





Le lemme de Siegel (lemme 3) permet d’affirmer l’existence d’une
constante C3>0 telle que le syste me line aire des N+L2 e quations a coef-
ficients entiers [bn=0; 0n<N+L2] en les L1L2 inconnues p* a une
solution non triviale ( p*) # ZL1L2 ve rifiant
max
*
| p* |exp(C3L2 log N ) (1)
de s que les contraintes
(C1) L1 L22(N+L2),
(C2) L2N
sont re alise es. En effet, les coefficients de l’e quation bn=0 sont des entiers
dont des majorations sont donne es dans le lemme 2(a), et ils sont en
nombre au plus e gal a L2 min(L1 , N+L2). D’apre s le lemme de ze ros
(lemme 8), la se rie F n’est pas la se rie nulle, et elle a, par construction, un
ze ro d’ordre au moins N en 0. En posant M=ord0 F on a donc
MN.
De plus, on de duit de la contrainte (C2) l’existence d’un nombre entier
C4 # N"[0] tel que pour tout k0, on a
|bM+L2+k |exp(C4L2 log(M+k)). (2)
4. DE MONSTRATION DU THE ORE ME DANS LE CAS DE C
Soit q un nombre complexe tel que 0<|q|<1. Dans ce paragraphe 4
apparaissent des constantes Ci strictement positives qui ne de pendent pas
des parame tres L1 , L2 , N, mais qui peuvent de pendre du nombre q.
4.1. Majoration et minoration de |F |
4.1.1. Majoration de |F(z)| pour |z||q|
E crivons F(z)=zM >n1 (1&zn)&24L2 k0 bM+L2+k z
k. Remarquons
que si |z||q|, alors |>n1 (1&zn)24|>n1 (1&|q|n)24. De plus, si
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k2, alors log(M+k)log M+log k. Il vient donc, en utilisant la
majoration (2), pour tout z tel que |z||q| ,
|F(z)\ ‘n1 (1&|q|
n)&24L2+ |z| M \1+2C4L2+ :k2 k
C4L2 |q|k+
_exp(C4L2 log M).







En effet, il y a e galite si n=0, et si n1, on de duit k0 knxk(dndxn)
(1(1&x)) de knxk(k+1)(k+2) } } } (k+n) xk. Il vient donc
|F(z)||z|M \ ‘n1 (1&|q|
n)&24L2+
_\1+2C4L2+ (C4 L2) !(1&|q| )C4L2+1+ exp(C4L2 log M).
On a donc, sous re serve que les contraintes (C1) et (C2) soient re alise es,
l’existence de C51 telle que
|F(z)||z|M exp(C5L2 log M) pour |z||q|. (3)
4.1.2. Minoration d ’un |F(qS)|
Nous allons prouver l ’existence de deux constantes C6>1 et C7C6 et
d ’un entier S tels que
2SC6 - L2 log M,
|F(qS)||q| C7M- L2 log M.
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Posons Q(z)=>2ST ( |q| (z&qS)|q| 2&zq S). La formule d’interpola-













Nous allons minorer le module du premier membre de cette e galite , puis
majorer le module du second membre.







De plus, pour tout t de module |q|, on a |Q(t)|=1. D’apre s la majoration




dt }exp(C5L2 log M ). (5)





Minorons maintenant |Q$(qS)|. Posons Qi (z)=|q| (z&qi) |q| 2&zq i, de
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qSQ$(qS) }C8=(T) :2ST \
1
|q|S(T&S2)+ .
Remarquons que si S2, alors T&S2T&1. Il s’ensuit
} :2ST
G(qS)













De la formule d’interpolation, de (4), (5), et (6), on de duit
1
|q|T(T&1)2





T=_- (2log(1 |q| ))(C5L2 log M+log 2)&+2,




|q|T(T&1) exp(C5L2 log M ).
Ainsi, il existe S # [2, ..., T ] tel que |F(qS)qSM |(1C9) |q| T(T&1). Nous
avons 2ST. Le choix de T donne donc l’existence d’une constante C6
telle que
2SC6 - L2 log M,
SMC6M - L2 log M.
D’autre part, sachant que MNL22, on obtient - L2 log MM,
puis, quitte a augmenter C6 , il vient
T(T&1)C6M - L2 log M.
Le re sultat annonce est ainsi prouve . K
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4.2. Sche ma de la de monstration du the ore me
Soient : et ; deux nombres alge briques. Nous cherchons a minorer
|q&:|+|J(q)&;|. Soient
U$1=D=[z # H ; &12Re z<12, |z|>1]
_ [z # H ; &12Re z0, |z|=1],
D1=[z # D; &12Re z<0, |z|1],
D2=[z # D; 0<Re z<12],
L=[z # D; Re z= &12], C=[z # D; |z|=1],
U$2=D1 _ (D2&1) _ [iy ; y1],
U$3=D1 _ \&1D2 +_ [iy ; y1].
Les ensembles U$1 , U$2 , U$3 sont des domaines fondamentaux pour l’action
de SL2(Z) sur le demi-plan de Poincare H. Notons, pour i # [1, 2, 3], Ui
l’inte rieur de U$i .
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4.2.1. Construction d ’un ;S
Soit { # H tel que q=e2i?{ et &12Re {<12. Soit {1 # D l’unique
conjugue dans D de { modulo l’action de SL2(Z) sur H. Notons 1=( ac
b
d)
l’e le ment de SL2(Z), tel que {1=1({)=a{+bc{+d # D. On a J(q)=
j({)=j ({1). Quatre cas se pre sentent alors:
Cas 1. J(q)  ]&, 1728], alors {1 # U1 ,
Cas 2. J(q) # ]&, 0[ , alors {1 # U2 ,
Cas 3. J(q) # ]0, 1728[, alors {1 # U3 ,
Cas 4. J(q)=0 ou J(q)=1728.
Traitons le cas 4 pour commencer:
Si J(q)=0 et si ;{0, alors |J(q)&;|=|;|exp(&d(;) h(;)) d’apre s
l’ine galite de Liouville.
Si J(q)=1728 et si ;{1728, alors |J(q)&;|= |1728&;|exp(&d(;)
(log(1729)+h(;)) d’apre s le lemme 5.
Dans les cas ou J(q)=;=0 et ou J(q)=;=1728, on posera dans toute
la suite ;S=J(qS) (qui est un nombre alge brique gra^ce l’e quation
modulaire). On aboutira en lisant les paragraphes 4.3 et 4.5 (mais pas le
paragraphe 4.4) aux minorations de sire es (9) puis (12).
Le the ore me 2(a) sera donc prouve dans ce cas 4.
Nous nous situerons de sormais jusqu’au paragraphe 6 dans un des cas
1, 2, ou 3, que nous noterons cas i. Il existe un unique _1 # U$i tel que
;= j (_1). On note _=1&1(_1) et ;S= j (S_). On a ;= j(_)= j(_1) et le
nombre ;S est alge brique car il est racine du polyno^me unitaire
8S (;, Y ) # Q [Y ].
4.2.2. Principe de la preuve
Dans un premier temps, il s’agit, au paragraphe 4.3, de minorer |qS&:S|
+ |J(qS)&;S | par une fonction des parame tres et des degre s et hauteurs de
: et ;. Pour cela, on utilise les majoration et minoration de |F(qS)|, les
proprie te s de la diffe rence P(:S, ;S)&P(qS, J(qS)) de deux valeurs du
polyno^me P, et le fait que P(:S, ;S) est un nombre alge brique. En fait,
pour pouvoir comparer q et :, nous comparons qS et :S. De me^me, pour
pouvoir comparer J(q) et ;, a savoir j ({) et j (_), nous sommes amene s a
comparer J(qS) et ;S , a savoir j (S{) et j (S_).
Ensuite, en adaptant, au paragraphe 4.4, une me thode analytique
expose e au paragraphe 4 de [Fai-Phi], on minore |q&:|+ |J(q)&;| par
une fonction de |qS&:S|+|J(qS)&;S | et des parame tres. Il s’agit d’une
double application du the ore me des accroissements finis a la fonction j et
a la fonction re ciproque de la restriction de j a l’ouvert Ui contenant {1 .
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Enfin, un choix de parame tres satisfaisant aux contraintes impose es
donne le re sultat du the ore me au paragraphe 4.5.
Afin de simplifier les calculs ulte rieurs, on peut supposer que |:&q|<
1&|q|, et on a alors |:|<1 et |qS&:S|S |:&q|. On peut aussi supposer
|J(qS)&;S |1, et comme C21, on a |J(qS)|C2  |q| S (lemme 2(b)) et
|;S |2C2  |q|S.
4.3. Minoration de |q&:|+|J(qS)&;S |
4.3.1. Majoration de |P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)|
Le lemme 7(a) donne
( |qS&:S|+|J(qS)&;S| ) L(P)(L1+L2) max(1, |q|S, |:|S)L1
_max(1, |J(qS)|, |;S | )L2
pour majorant de |P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)|. Nous nous sommes place s
dans le cas ou |:|<1 et |qS&:S|S |:&q|, et ou |J(qS)|C2 |q|S et
|;S |2C2  |q|S. Il vient donc
|P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)|
(|q&:|+|J(qS)&;S | )(L1+L2) L(P) exp(C10 L2S). (7)
4.3.2. Le cas ou P(:S, ;S)=0
Une minoration de la quantite |F(qS)|=|P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)| nous
est donne e par le re sultat du paragraphe 4.1.2 et une majoration nous en
est donne e par l’ine galite (7). Il vient donc
( |q&:|+|J(qS)&;S | )(L1+L2) L(P) exp(C10 L2S)|q|C7M- L2 log M. (8)
4.3.3. Le cas ou P(:S, ;S){0
(a) Minoration de |P(:S, ;S)|. Le nombre P(:S, ;S) est alge brique et
non nul. Le lemme 5 donne
log |P(:S, ;S)|&d(:) d(;S)(log L(P)+L1 Sh(:)+L2h(;S)).
Or d(;S)(S) d(;), et, par le lemme 4 on obtient l’ine galite d(;S) h(;S)
d(;)(log L(8S)+(S) h(;)). D’apre s la majoration (1) des | p* |, on a
log L(P)log(L1L2)+C3L2 log N. Puis avec le lemme 1(b), nous
obtenons l’existence d’une constante C11 ne de pendant pas de q telle que
log |P(:S, ;S)|
 &d(:) d(;) (S)(L1Sh(:)+L2h(;)+C11 L2 log(SN )+log L1).
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(b) Majoration de |P(:S, ;S)|. En remarquant que |P(:S, ;S)|
|P(:S, ;S)&P(qS, J(qS))|+|F(qS)|, en utilisant la majoration (7) du
paragraphe 4.3.1, et la majoration (3) de |F(z)|, on obtient
|P(:S, ;S)|( |q&:|+|J(qS)&;S | )(L1+L2) L(P) exp(C10L2S)
+|q|SM exp(C5L2 log M ).
En comparant cette majoration et la minoration obtenue au 4.3.3(a), il
vient
( |q&:|+|J(qS)&;S | )(L1+L2) L(P) exp(C10L2S)
exp(&d(:) d(;) (S)(L1 Sh(:)+L2h(;)+C11L2 log(SN)+log L1))
&exp(C5L2 log M&SM log(1 |q| )).
Notons exp(&s)&exp(&t) le minorant qui appara@^t. Si exp(&s)&
exp(&t)exp(&t), on aboutit dans ce cas aussi a la minoration (7) du cas
4.3.2, car exp(&t) |q|C7M- L2 log M par construction de S. Cherchons donc
des contraintes supple mentaires a imposer aux parame tres L1 , L2 et N
pour avoir exp(&s)2 exp(&t).
(c) Les contraintes supple mentaires. Il suffit pour cela que
SM log(1q)6 log 2,
SM log(1 |q| )6C5 L2 log M,
SM log(1 |q| )6d(:) h(:) d(;) L1S(S ),
SM log(1 |q| )6d(:) d(;) h(;) L2(S),
SM log(1 |q| )6C11d(:) d(;) L2 log(SN) (S),
SM log(1 |q| )6d(:) d(;) log(L1) (S).
Or d’apre s le re sultat du paragraphe 4.1.2, on a SC6 - L2 log M, et le
lemme de ze ros (lemme 8) donne NM9L1L2+ 32L2&
1
2 , puis le lemme
1 donne une majoration de (S). Il existe donc C12 telle que les six
ine galite s ci-dessus sont re alise es de s que les parame tres satisfont les
contraintes (C3) a (C6) suivantes:
(C3) NC12L2 log(L1L2),
(C4) NC12d(:) h(:) d(;) L1 - L2 - log(L1 L2) log log(L1L2),
(C5) NC12d(:) d(;) h(;) L2 log log(L1L2),
(C6) NC12d(:) d(;) L2 log(L1L2) log log(L1L2).
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Nous pouvons donc conclure dans tous le cas de figure d’apre s la minora-
tion (8). Il existe une constante C13 telle que, si les contraintes (C1) a (C6)
sont re alise es on a
|q&:|+|J(qS)&;S |exp(&C13L1L322 - log(L1L2)). (9)
4.4. Passage de |J(qS)&;S | a |J(q)&;|
Nous allons prouver, dans le cas ou J(q)  [0, 1728], l ’existence de
C17>1 telle que
|J(q)&;|min \ 1C17 , e&C17S |J(qS)&;S|+ .
Nous allons pour cela proce der en trois temps et prouver successivement:
(a)l ’existence de C14 telle que |J(q)&;|C14 min(1, |{1&_1| ),
(b)l ’existence d ’une constante absolue C15 telle que |{1&_1|C15 min(1,
|{&_| ),
(c)l ’existence de C16>1 telle que |{_|
1
C16
min(1, eC16S |J(qS)  ;S | ).
La de monstration est inspire e du paragraphe 4 de [Fai-Phi]. De butons
par la preuve de (a). E tudions les trois cas se pare ment:
Cas 1. Si J(q)  ]&, 1728], alors {1 , _1 # U$1 . Posons F1=]&,
1728], et notons r1=d(J(q), F1) la distance de J(q) a F1; r1 est une con-
stante qui ne de pend que de q. La fonction j est bijective de U1 sur C"F1 :
Si |J(q)&;|r1 2, c’est fini.
Si |J(q)&;|r1 2, alors le segment de droite joignant j ({1) a j (_1)
ve rifie [ j ({1), j (_1)]/C"F1 et _1 # U1 . Soit f1 la fonction analytique
re ciproque de j | U1 . On a
|{1&_1|=| f1( j ({1))&f1( j (_1))|| j ({1)&j(_1)| sup




z # f1[ j({1), j (_1)]
(1 | j $(z)| ).
Notons \=e2i?3. La fonction z [ g1(z)=j $(z)(z&\)2 (z+\ )2 (z&i) est
analytique sur H, ne s’annule pas dans D , et a un po^le a l’infini. Il existe
donc C18 telle que, pour tout z # U1 , on a | g1(z)|C18 . De plus, la fonc-
tion j $ e tant continue sur le compact D (i, 12) _ D ( \, 12) _ D (&\ , 12) _
D (i&1, 12), il existe C19 telle que, pour tout z # D (i, 12) _ D ( \, 12) _
D (&\, 12) _ D (i&1, 12), on a | j $(z)|C19 .
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Fixons maintenant un z # f [ j ({1), j (_1)]. Alors j (z) est dans le disque
de centre J(q) et de rayon r1 2 donc on a r1 2| j (z)| et r12
| j(z)&1728|.
Ou bien |z&\| 12 , ou bien |z&\|
1
2 , et alors | j (z)||z&\|
supx # [z, \] | j $(x)|C19 |z&\|. Ainsi, il vient |z&\| 12 min(1, r1 C19). De
me^me, on a |z+\ | 12 min(1, r1 C19) et |z&i |
1
2 min(1, r1 C19). On en
de duit que |J(q)&;|C18 25 min(1, r1 C19)5 |{1&_1 |.
Cas 2. Si J(q) #]&, 0[ , alors {1 , _1 # U$2 et {1 # L"[ \]. Posons
F2=[0, +[ et r2=d(J(q), F2). La fonction j est bijective de U2 sur
C"F2 .
Si |J(q)&;|r2 2, c’est fini.
Si |J(q)&;|r2 2, alors [ j({1), j (_1)]/j (U2) et _1 # U2 . Soit g2 la
fonction z [ g2(z) = j $(z)(z & \)2 (z & i)(z & i + 1). La fonction g2 est
analytique sur H, ne s’annule pas sur U 2 et a un po^le a l’infini. Il existe
donc C20 telle que | g2(z)|C20 pour tout z # U2 . Un calcul analogue a
celui du cas 1 conduit a |J(q)&;||{1&_1| C20 24 min(1, r2 C19)4.
Cas 3. Si J(q) #]0, 1728[ , alors {1 , _1 # U$3 et {1 # C"[i, \]. Posons
F3=]&, 0] _ [1728, +[, r3=d(J(q), F3). La fonction j est bijective
de U3 sur C"F3 .
Si |J(q)&;|r3 2, c’est fini.
Si |J(q)&;|r3 2, alors [ j ({1), j (_1)]/j (U3) et _1 # U3 . Soit g3 la
fonction z [ g3=j $(z)(z&\)2 (z&i). La fonction g3 est analytique sur H,
ne s’annule pas sur U 3 , a un po^le en 0 et en l’infini. Il existe donc C21 telle
que | g3(z)|C21 pour tout z # U3 . Un calcul analogue a celui du cas 1
conduit a |J(q)&;||{1&_1 | C21 23 min(1, r3 C19)3.
Le (a) est donc prouve .
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Prouvons (b) a pre sent. Si 1#Id dans PSL2(Z), alors {1={ et _1=_ et
(b) est prouve , Sinon, c{0 et Im {<1. Il vient _=&dc&(1c2)
(1(_1&ac)), soit encore c_+d=(1c(_1&ac)), et |{&_|=|{1&_1 |
|c{+d | |c_+d |. Si |{1&_1|12, alors (b) est prouve . Sinon
|{1&_1|12 et alors |_1&ac|(- 3&1)2. Comme |c|1, on a dans ce
cas |c_+d |2(- 3&1). De plus, nous avons Im {1- 32, Im {<1 et
Im {1=Im {|c{+d | 2. Il vient donc |c{+d |- 2314. Ainsi, dans ce cas,
|{&_|{1&_1| (232314(- 3&1)) et (b) est de montre .
Terminons en prouvant (c). On a
|J(qS)&;S |=| j(S{)&j (S_)|S |{&_| sup
z # [S{, S_]
| j $(z)|. (10)
Si |{&_| 12Im {, alors (c) est prouve . Sinon, |{&_<
1
2Im { et alors, pour
z # [S{, S_], on a (S2) Im {<Im z<(3S2) Im {. On obtient alors
d’apre s le lemme 9,
sup
z # [S{, S_]
| j $(z)|8? exp \2(?+1) \3S2 Im {+
2
S Im {++ .
Il vient ensuite, avec (10), |J(qS)&;S|(1C16) eC16S |{&_|, et le (c) est
prouve .
Nous lisons ensuite (a), (b), et (c) pour conclure a l ’existence de C17>1
et telle que
|J(q)&;|min \ 1C17 , e&C17S |J(qS)&;S |+ . (11)
4.5. Conclusion: choix des parame tres
On de duit des minorations (9) et (11) l’existence de C22 telle que
|q&:|+|J(q)&;|exp(&C22 L1L322 - log(L1L2)). (12)
Il existe C23>5 et C24 telles que pour tous les nombres alge briques : et ;,
les parame tres
L1=[C23d(:)(d(;)+m(;)) log(d(:)+m(:)+d(;)+m(;)) log log(d(:)
+m(:)+d(;)+m(;))],
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satisfont aux conditions (C1) a (C6). Avec ce choix de parame tres et (12),
le the ore me 2(a) est de montre .
5. DE MONSTRATION DU THE ORE ME DANS LE CAS DE Cp
Soit q # Cp un nombre p-adique tel que 0<|q|p<1. Dans ce paragraphe
5 apparaissent des constantes Ci strictement positives qui ne de pendent pas
des parame tres N, L1 et L2 , mais qui peuvent de pendre du nombre q.
5.1. Majoration et minoration de |F |p
5.1.1. Majoration de |F |p
Nous avons F(z)=zM >n1 (1&zn)&24L2 k0 bM+L2+k z
k. Remar-
quons que si |z| p<1, alors |>n1 (1&zn)|p=1. De plus, pour tout entier
k0, on a |bM+L2+k z
k| p1, donc |k0 bM+L2+k z
k|p1. On en de duit
que
si |z|p<1, alors |F(z)|p|z| Mp . (13)
5.1.2. Minoration d ’un |F(qS)| p
Nous allons prouver l ’existence de deux constantes C26>0 et C271 et
d ’un entier S tels que
2SC26 - L2 log M
|F(qS)|p|q| C27M - L2 log Mp .
On applique pour cela le Principe de Schwarz approche (lemme 11) a
G(z)=z&MF(z) et S=[q2, ..., qT ] ou T est un entier 2 choisi plus loin.
On choisit r=|q|p , et r$ quelconque |q| Tp (la majoration donne e par le




Le lemme 11 majore |G|p, r$ , donc |G(0)| p=|bM+L2 |p , par le maximum
de trois termes. Le premier terme est |G|p, |q| |q|&T+1 >2iT |q| ip
|q| T(T&1)2p , puisque |G| p, |q|1. Le second terme est =(T). Le troisie me
terme est aussi =(T ) car pour tout j # [3, ..., T&1] et pour tout i #
[ j+1, ..., T], on a max( |xj |p , r$) |xi&xj | p=1. On obtient donc, avec (2)
du paragraphe 3,
exp(&C4 L2 log M)|bM+L2 | pmax( |q|
T(T&1)2
p , =(T )).
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On choisit
T=[- 2C4 log(1 |q|p) L2 log M]+2,
de sorte que |q|T(T&1)2<exp(&C4L2 log M ). Ainsi, il existe S # [2, ..., T]
tel que
|F(qS)| p |q| &SMp =|G(q
S)|p==(T)exp(&C4L2 log M).
Le choix de T donne donc l’existence de C26>0 telle que
2SC26 - L2 log M,
SMC26M - L2 log M.
D’autre part, sachant que MNL22, on obtient
L2 log MM - L2 log M.
Le re sultat annonce est donc prouve .
5.2. Construction d ’un ;S
Soient :, ; # Cp deux nombres alge briques. Nous cherchons a minorer
|q&:|p+|J(q)&;|p . Bien que le sche ma de la preuve soit semblable a
celui du cas de C, les de tails de la de marche sont plus simples dans le cas
de Cp .
Pour |z|p<1, on a J(z)=z&1+n0 c(n) zn ou c(n) # N. Ainsi on a
|c(n)|p1 et 1zp>1, donc
si |z|p<1, alors |J(z)| p=1 |z|p>1.
Remarquons que si |J(q)&;|p1, alors le the ore me 2(b) est prouve . Nous
nous placerons donc de sormais dans le cas ou |J(q)&;|p<1, de sorte que
l’on a |;|p>1. Le lemme 5.2.6, p. 168 de [Rob] dit que J est une bijection
continue de [z # Cp ; 0<|z| p<1] sur [z # Cp ; |z|p>1]. On obtient ainsi
l’existence d’un unique r # Cp tel que 0<|r|p<1 et ;=J(r). Ainsi, puisque
|J(q)|p=1 |q| p>1 et |J(r)|p=1 |r|p>1, et tout triangle e tant isoce le,
on a |J(q)|p=|J(r)| p=1 |q|p et donc aussi |q|p=|r|p . Posons ;S=J(rS).
Le nombre ;S est alge brique, car il est racine du polyno^me unitaire
8S (;, Y ) # Q [Y ]. On va approcher qS par :S et J(qS) par ;S=J(rS).
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5.3. Majoration de |P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)|p
Le lemme 7(b) donne
( |qS&:S|p+|J(qS)&J(rS)|p) max(1, |q| Sp , |:|
S
p )
L1 max( |J(qS)|p , |J(rS)|p)L2
pour majorant de |P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)| p . Si |q&:|p1, alors le
theore me est prouve . Nous serons donc de sormais dans le cas ou
|q&:|p<1, de sorte que l’on a |:|p<1. Alors on a max(1, |q| Sp , |:|
S
p )=1,
ainsi que |qS&:S|p=|q&:| p |0sS&1 qS&1&s:s|p . Dans le cas ou r{q,







et que pour tout entier n1, on a |c(n)(qn&rn)|p|q&r|p . On obtient






















soit encore |J(qS)&J(rS)|p|q&r| p|q| S+1p . On en de duit
|J(qS)&J(rS)|p|q| &S+1p |J(q)&J(r)|p .
On obtient finalement la majoration
|P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)|p(|q&:|p+|J(q)&;|p) |q| &S(L2+1)p . (14)
5.4. Minoration de |q&:|p+|J(q)&;| p
5.4.1. Le cas ou P(:S, ;S)=0
Une majoration de la quantite |F(qS)|p=|P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)|p
nous est donne e par l’ine galite (14) et une minoration nous en est donne e
par le re sultat de 5.1.2. Il vient donc, avec (C2),
|q&:|p+|J(q)&;|p|q| S(L2+1)+C27 M - L2 log Mp |q|
C28M - L2 log M
p .
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5.4.2. Le cas ou P(:S, ;S){0
(a) Minoration de |P(:S, ;S)|p . Un calcul identique a celui du
paragraphe 4.3.3(a) du cas de C conduit a
log |P(:S, ;S)|p
&d(:) d(;) (S)(L1Sh(:)+L2h(;)+C11 L2 log(SN)+log L1).
Notons cette ine galite log |P(:S, ;S)| p&A.
(b) Majoration de |P(:S, ;S)|p . Nous avons, d’apre s (14) du 5.3 et la
majoration (13) de |F |p ,
|P(:S, ;S)|pmax( |P(qS, J(qS))&P(:S, ;S)|p , |F(qS)| p)
max(( |q&:|p+|J(q)&;|p) |q| &S(L2+1)p ; |q|
SM
p ).
Nous savons d’autre part d’apre s 5.4.2(a) que |P(:S, ;S)|pexp(&A). Si





(|q&:|p+|J(q)&;|p) |q| &S(L2+1)p et ainsi
|q&:|p+|J(q)&;|p|q| S(M+L2+1)p |q|
C28M - L2 log M
p . (15)
Cherchons donc des contraintes supple mentaires a imposer aux parame tres
L1 , L2 et N pour avoir |q| SMp <exp(&A).
(c) Les contraintes supple mentaires. Il suffit pour cela que
SM log(1qp)5d(:) h(:) d(;) L1 S(S ),
SM log(1 |q|p)5d(:) d(;) h(;) L2 (S ),
SM log(1 |q|p)5C11 d(:) d(;) L2 log(SN) (S ),
SM log(1 |q|p)5d(:) d(;) log(L1) (S).
Or d’apre s le re sultat du paragraphe 5.1.2, on a SC26 - L2 log M, et
le lemme de ze ros (lemme 8) donne NM9L1L2+ 32L2&
1
2 , puis le
lemme 1 donne une majoration de (S ). Il existe donc C29 telle que les
quatre ine galite s ci-dessus sont re alise es de s que les parame tres satisfont les
contraintes (C7) a (C9) suivantes:
NC29 d(:) h(:) d(;) L1 - L2 - log(L1L2) log log(L1 L2), (C7)
NC29 d(:) d(;) h(;) L2 log log(L1L2), (C8)
NC29 d(:) d(;) L2 log(L1 L2) log log(L1L2). (C9)
126 KATIA BARRE
File: 641J 212226 . By:DS . Date:12:08:01 . Time:02:42 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 4745 Signs: 2090 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Nous pouvons donc conclure dans tous les cas de figure d’apre s la minora-
tion (15). Il existe une constante C30 telle que, si les contraintes (C1), (C2)
et (C7) a (C9) sont re alise es, on a
|q&:|p+|J(q)&;|pexp(&C30 L1L322 - log(L1L2)). (16)
5.5. Conclusion : choix des parame tres
Il existe C31>5 et C32 telles que pour tous les nombres alge briques : et
;, les parame tres
L1=[C31d(:)(d(;)+m(;)) log(d(:)+m(:)+d(;)+m(;)) log log(d(:)
+m(:)+d(;)+m(;))],
L2=[C32m(:)2 d(;)2 log(d(:)+m(:)+d(;)+m(;))(log log(d(:)
+m(:)+d(;)+m(;)))2],
N=[ 15 L1L2]
satisfont aux conditions (C1), (C2) et (C7) a (C9). Avec ce choix de
parame tres et (16), le the ore me 2(b) est de montre .
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